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B. LE DEROULEMENT DE LOEPREUVE
Le candidat choisira son sujet par tirage au sort parmi un nombre de

sujets couvrant | 6ensemble du progr amme.
Il a a sa disposition 30 minutes pour préparer sa réponse.



L'épreuve orale se compose:
- d'un exposé de 10 minutes organisé sous forme de plan démonstratif, pour
répondre aux questions du sujet, suivi/accompagné
- d'un entretien de 10 minutes avec le jury.

CLE SUJET DE LO6EPREUVE

Le sujet est structuré en deux parties: une partie qui recouvre les themes
combinatoire, nombres complexes et géométrie analytique et une partie qui
comprend les fonctions et les suites. Les deux exercices proposés demandent
une bonne maitrise des connaissances et compétences acquises, aussi bien en
mat h®mati ques, qubéen fran-ai s.

L a sp®cificit® de | O6heématiquesn congistea |
principalement, a pouvoir traduire et verbaliser le langage formalisé,
symbolique, codé des mathématiques. Cela suppose que le candidat posséde un
vocabulaire mathématique assez riche et, en méme t e mp s, capablé del
|l utiliser dans des contextes particul
p®dagogi que, i est tr s i mporaemtele p

Y

texte des problémes soit compris et, par la suite, ace qubune stra

résolution soit élaborée. Les questions complémentaires peuvent éclairer les
aspects plus subtils ou plus difficiles de la présentation.

Dans ce contexte, le sujet doit vérifier les compétences générales
suivantes:

savoir utiliser le langage mathématique dans des contextes particuliers;

pouvoranal yser | es donn®es doéun dutertdgl me

pouvoir exprimer par des symboles spécifigues aux mathématiques les
relations déun probl me;

connaitre des concepts et algorithmes mathématiques;

étre c a p a b utdiser dlés raisonnements, des schémas logiques pour
résoudre les problemes;

vérifier les résultats obtenus;
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Theme no. 1

Fonctions
Unité 1: Généralités

1.1 D®finition doéune fonction, ®galit®

Schématiquement, une fonction est une correspondance entre des objets
mat h®mat i qu e selatiorl ehtre didéeentsl @éments particuliers est trés

et

ancienne et remonte ° | 6 Ataibles aameéest Rcings| e s

carrees, les Grecs - lois simples reliant les grandeurs en acoustique). A partir du
XIVe™® siecle, beaucoup de mathématiciens ont eu des apports importants a
| 6 ®t ug Bnctidns: Viete et Galilee, Descartes, Jean Bernoulli, Gauss,
Cauchy, Abel, Fourier. )

La notion de fonction prend sa forme définitive a la fin du XIX®*™ siécle et
au XX*® siecle.

Soit E et F deux ensembles. On définit une fonction de E a F dés lors que
| on a donnf®lois de conrespandanceg) qui associe a tout x de E un
seul y de F.

Comme notation, on utilise f: EY FE s a9 p e tlomaine Hee
définition de la fonctonfou | 6 ens e mb | Fes &deep pdeGalaeaink, eu
| 6ensembl e fesblaloideicarr@&pondarice.

Lo ® ®mérestl 6 i ma gpar ladfanction f et x est un antécédent de
y par la fonction f.

On peut donner une fonction par un tableau de valeurs ou par un
diagramme ou par une formule (expression algébrique) ou par une
représentation graphique.

Soientf: EY oF eEO6Y FO6 deux f ohetd sontégales
si et seul emen XK pdutdutxdeE-=F06 et

Si E et F sont des sous-ensembles des nombres réels, chaque couple (X,
f(x)) peut étre représenté par un point du plan rapporté a un repéere (x O vy).

Léensemble ainsi 0 b t ceunbe regrésentative de € dams dem

repere (x Oy), notée Gf.

Remarque

La courbe repr®sentative doéune fonctd.i

méme abscisse.

Soient les fonctions f: AY g:B CY B Bous-ensemble de C, et x un
élément de A.

Alors f(x)=y, y élément de B, g(y)=z, z élément de D, et donc
g(f(x))=g(y)=z. Ainsi, on peut définir une fonction h de A a D, qui associe tout

de

con

Bab:

on

élémentxavec | 0Rde®Pm®ni f i anhi(x)=2. ba@apaionihs® appel | e

la composée de g etf, notée gof.

I



fx)=y

Exemple: Soient f, g:a Y a, f(x)=x+1 et g(x)= x> pour tout x réel. Il existe les
deux composées fog et gof définies sur E avec des valeurs réelles.

(fog)(x)=F(g(x))=f(x*)= x*+1 et g(f(x))=g(x+1)=(x+1)*=x>+2x+1

1.2.Fonctions paires. Fonctions impaires.

UnensembleEde nombres r®els sdappellds symdtr
pour tout x élément de E, T X est aussi un élément de E.
Soient E un ensemble symétrique par rapport a O et f une fonction,

f: EY F.
La fonction f est impaire si pour tout x de E on vérifie la condition
f (-x)=- f (x).

La fonction f est paire si pour tout x de E on vérifie la condition
f (-x)=f ().



Remarque

a) Graphiguement, si une fonction est impaire et M(x, f(x)) est un point de
Gf, alors M0(-x,-f(x)) est aussi un point de Gf, ce qui signifie que la courbe
repr®sentative admet | 6origine du rep re con
b) Un exemple de fonction impaire estlafonct i on pui ssance doe
entier impaire.
c) Graphiguement, si une fonction est paire et M(x, f(x)) est un point de Gf,
alors Mo (-x,f(x)) est aussi un point de Gf, ce qui signifie que la courbe

repr ®sentative admet | 6axe des ordonn®es du
d) Un exemple de fonction paire est | a
entier paire.

1.3.Fonctions périodiques

En mathématique, une fonction périodique est une fonction qui, lorsqu'elle
est appliguée a une variable, reprend la méme valeur si on ajoute a cette
variable une certaine quantité fixe, appelée période. Des exemples de telles
fonctions peuvent étre obtenus a partir de phénomeénes périodiques.

La fonction trigonométrique cosinus est périodique de période égale & 2

Une fonction f: EF définie sur un ensemble E de réels est dite
périodique de période 0N s°(ou t-périodique) si et seulement si pour tout x de E
x+t de E f vérifie f(x+t)=f(x).

Pour une fonction périodique, la courbe représentative peut étre tracée en
recopiant de facon répétitive une portion particuliere de longueur, égale a une
période, a intervalles réguliers.

Par exemple, la fonction partie fractionnaire f qui associe a un nombre réel
sa partie fractionnaire définie par

VxeR f(x)=x— [x]

Ici, [X] désigne la partie entiere de X. La fonction f est périodique et de
période 1. Ainsi nous avons

f(0,5) = f(1,5) = f(2,5) = 0,5.

Si une fonction f est périodique de période t, alors pour tout X appartenant
a lI'ensemble de définition de f et pour tout entier n:  f(x + nt) = f(x) ce résultat
se démontre par récurrence: f(x) =f(x+1)= f(x+2) =

Si lo6 considere I'ensemble des périodes strictement positives d'une
fonction f et sibadmet un plus petit élément, To, alors To s 6 a p ppériode e
principale.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Partie_entiÃ¨re
http://fr.wikipedia.org/wiki/RÃ©currence

1.4.Fonctions monotones

Une fonction monotone sur un intervalle | est une fonction qui reste
croissante ou qui reste décroissante sur cet intervalle.

La représentation graphique d'une fonction monotone sur un intervalle |
est une courbe qui «monte» constamment ou «descend» constamment. Une
fonction monotone est une fonction qui a toujours le méme effet sur la relation
d'ordre. Pour une fonction croissante, l'ordre qui existe entre deux réels se
retrouve dans l'ordre de leurs images; pour une fonction décroissante, l'ordre des
images est inversé par rapport a l'ordre des antécédents.

Pour une fonction dérivable sur un intervalle I, I'étude de la monotonie est
liée a I'étude du signe de la dérivée.

Toutes les fonctions considérées ici sont a valeurs réelles et définies sur
des ensembles de s non réduits a un point.

Soient les ensembles E et F de a et une fonction f : EY F.

On dit que f est:
Croissante sur E si pour tout couple (x,x,) d'éléments de E tels que
@ < Gy, ona fx) = f(xs).
Décroissante sur E si pour tout couple (x.x,) d'éléments de E tels que
@ < G, onaf(xy)= f(xy).
Monotone sur E si elle est croissante sur E ou décroissante sur E.

Note: pour qu'une fonction f soit croissante sur E, il faut et il suffit que 1 f
soit décroissante sur E.

Monotonie stricte
On dit que f est:
Strictement croissante sur E si pour tout couple (x;,x,) d'éléments de E,
tels que x; < x;, ona f(x,) < f(x;).
Strictement décroissante sur E si pour tout couple (x,,x,) d'éléments de E,
tels que x; < x,, on a f(xy) > f(x;).
Strictement monotone sur E si elle est strictement croissante sur E ou
strictement décroissante sur E.

Exemple: soit n.
La fonctionf:a. Y s, f(x)=x" est strictement croissante sur 1 ..
Lorsque n est impair, la fonction f: a Y 1, f(x) = x" est strictement
croissante sur 4.

Remarque

Silestun i ntervall e, al ors | O6®tcangisee adu sens
partager | en intervalles sur chacun desquels f est monotone.

Exemple: soit f: 8 Y a, f(x)=x* pour tout x réel. Le tableau de variation est
donné de


http://fr.wikipedia.org/wiki/Intervalle
http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_d'ordre
http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_d'ordre
http://fr.wikipedia.org/wiki/Image_(mathÃ©matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/AntÃ©cÃ©dent_(mathÃ©matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/DÃ©rivÃ©e
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_(mathÃ©matiques)

X
f(x) o 0 R

Note: pour qu'une fonction f soit strictement croissante sur E, il faut et il suffit que
T f soit strictement décroissante sur E.

Propriétés

Soient deux fonctions croissantes sur E. Leur somme est alors une
fonction croissante et, si elles sont a valeurs positives, alors leur produit est
croissant (propriété analogue pour les fonctions strictement croissantes).

Soient deux fonctions f:  Ia e¥g: Ja, 8| et J sont deux intervalles
de s, tels que f (I) = J; on peut définir la fonction composée
gof:1 ¥.

Si f est monotone sur | et g monotone sur J, gof est monotone sur I. Plus
précisément, si f et g sont toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes,
alors gof est croissante.

Si l'une des deux fonctions f, g est croissante et l'autre décroissante, alors
gof est décroissante (propriété analogue pour les fonctions strictement
monotones).

Extrémums

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et xo un élément de I. On dit
que la fonction f admet un maximum (minimum) localen xp pour expri mer qu
existe un voisinage V de X, tel que, pour tout x de V, f(x) soit inférieur (supérieur)
a f(xo). Si la condition est vérifiée pour tout xde |, alorsxoe st un point dbéext
absolu.

Exemples

1) Lafonctionf: s Y a, f(x)=x* admet un minimum absolu égal & 0 en x;=0.

2) La fonction f: 8 Y s, f(x)=cos x admet un maximum absolu égal & 1 en
Xo=0.

3) Lafonctionf:a Y a,f{x)=x ndadmas ddwens.t r ®

1.5.Fonction bornée. Fonction positive, fonction négative
Soit f: E a,%0 E est un sous-ensemble de a. On dit que f est majorée

(minorée) surEs 6 i | e X i M telguewpour touRxedé E, f(x) =M (f(x) = M).
LeréelMs 6appell e majorfant (minorant) de



Une fonction est dite bornée si elle est majorée et minorée a la fois.
Exemples

1) Lafonctionf: s Y s, f(x)=x*+1 est minorée, f(x) = 1 pour tout X réel.

2) Lafonctionf:a Y s, f(x)=1/(x*+1) est majorée, f(x) = 1 pour tout x réel.

3) Lafonctionf: a Y a,f(x)=sihx est b or n ®elle estpajorée gtu 6
minoreée, -1 = sin x = 1 pour tout x réel.

4) Lafonctionf:s Y a,f(x)=x est une fonction ni majorée, ni minorée.

On dit que la fonction f est positive sur E si elle est minorée et 0 est un
mi n o r a n-a-dire f(x)a=ed pdur tout x de E.

On dit que la fonction f est négative sur E si elle est majorée et 0 est un
ma j o r a n-a-dire f(x)a=e Gpour tout x de E.

Exemples

1) Lafonctionf:a Y s, f(x)=x* est positive, f(x) =0 pour tout x réel.
2) Lafonctionf:a Y s, f(x)=-x*> est négative, f(x) = 0 pour tout x réel.
3) Lafonctionf:a Y a, f(x)= x est une fonction ni positive, ni négative.

1.6. Injectivité, surjectivité, bijectivité
Injection

Une application f: X — ¥ est dite injective ou est une injection si pour tout y de
Y, il existe au plus un élément x de X, tel que f(x)=y. On dit encore, dans ce cas,
que tout élément y de Y admet au plus un antécédent x (par f).

De maniere équivalente, f est dite injective si pour tous x et X' dans X,
f (X)=f(x") implique x=x'.

Lorsque X et Y sont tous les deux des sous-ensembles de R, alors la fonction
f: R — R est injective si son graphe coupe toute droite horizontale en au plus un
point.

Une fonction f: X — ¥ est injective si pour tout y de Y, | 6 ® 4=y & auo n
plus une solution x dans X.

Relations formelles équivalentes a la définition

Soit f une fonction définie sur X avec des valeurs dans Y, f est dite injective si
et seulement si elle vérifie une des conditions suivantes:

a) Vx,yEX,x#y = f(x) # f(¥)
ce qui équivaut a

b) | N ®,Qw = "Qw t ®w= @

c) Quand X=Y=R,¥ droite d: y=m, me& X, Gfnd a au plus un point.



d vyeY, | 0 ® Q=3 & auplas une solution x dans X.
Proprietés

Si f et g sont toutes les deux injectives, alors gof est injective. )

Si f: XY Y est injective et A est un sous-ensemble de X, alors f' {f
(A))=A. Ainsi, A peut étre retrouvé a partir de I'image réciproque de f(A).

Si f: X Y Y est injective et A et B sont des sous-ensembles de X, alors f
(A z B)=f(A) Z f(B).

Sif: X Y Y est monotone, alors f est injective.

Exemples

1) Soitf: R— R, f(x)=x+1, pour tout x réel. La fonction vérifie la condition
b), et donc f est injective.

2) Soitf: R— R, f(x)=lx|, pour tout x réel. On vérifie que f(1)=f(-1), bien que
l1#-l,encons®quence, | a fonction nbest

Surjection

Une application f: X =+ ¥ est surjective si et seulement si tout élément de
sonensembl e Ya&aumoinsur®Raemtécédent, c'est-a-dire est image d'au
moins un élément de son ensemble de départ, X, ou encore si tout élément de
son ensemble d'arrivée fait partie de son ensemble image, donc si son ensemble
d'arrivée se confond avec son ensemble image. Une surjection est une fonction
surjective.

Quand X et Y sont tous les deux égaux a la droite réelle R, alors une
fonction surjective f: B — R a un graphe qui intercepte toute droite horizontale.

Relations formelles équivalentes a la définition

Soit f une application de X dans Y, f est dite surjective si et seulement si elle
vérifie une des conditions suivantes:

a) Tout élément de I'ensemble d'arrivée Y a au moins un antécédent par f,
c'est-a-dire: pour tout élément Y de Y, il existe au moins un élément X de
X tel que f(x)=y.

b) Son ensemble image, Imf=f(X), se confond avec son ensemble d'arrivée,

Y. Imf=Y.
c) Quand X=Y=E, f: R — R,V droite d: y=m, mg X, Gfnd a au moins un
point.
d YygY, | 0 ® =y & auonains une solution x dans X.
Propriétés

Si une surjection est aussi une injection, alors on l'appelle une bijection.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-ensemble
http://fr.wikipedia.org/wiki/Image_rÃ©ciproque
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_rÃ©el
http://fr.wikipedia.org/wiki/Injection_(mathÃ©matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Bijection

En fait, une bijection est une surjection injective ou une injection
surjective.

Si gof est surjective, alors g est surjective.

Si f et g sont surjectives, alors gof est surjective.

Exemples
1) Soit f: R— R, f(x)= 2x+1, pour tout x r ®e | . L G(®=yumauhel o n
solution X=(y-1)/2 pour tout y réel et, conformément a la condition d), f est
surjective.

2) Soit f: R— R, f(x)=x? pour tout x réel. Pour y=-1, | 6 ® q uf&)Eyi nodna
pas de solutionetdoncf n6est pas surjective.

Bijection

Une application f: X — ¥ est bijective si et seulement si tout élément y, de
sonensembl e Yaunretrun se@antécédent, x dans X, c'est-a-dire y est
image d'exactement un élément de son ensemble de départ, ou encore si elle est
injective et surjective.
De maniére équivalente, une bijection est une injection surjective ou une
surjection injective.
Il est facile de montrer que I'existence d'une bijection entre deux
ensembles finis signifie qu'ils ont le méme nombre d'éléments. L'extension de
cette équivalence aux ensembles infinis a mené au concept de cardinal d 6 u n
ensembleet ~© di stinguer diff®rentes tailles doe

Relations formelles équivalentes a la définition

Soit f une fonction sur X avec des valeurs dans Y (f est une application), f
est dite bijective si et seulement si elle vérifie une des conditions suivantes:

a) Tout élément de I'ensemble d'arrivée Y a un seul antécédent par f, c'est-
Adire VY EY, I xEX: f(x) =y

b) Quand X=Y=R,¥ droite d : y=m, meX, Gffid a un seul point.

c) YyeY,|l 6 ®q uféj=y aoune seule solution x dans X.

d) La fonction f est injective et surjective.

Propriétés

Si fog est bijective, alors f est surjective et g est injective.
Si f et g sont toutes deux bijectives, alors fog est aussi bijective.
Le nombre de bijections entre deux ensembles de cardinal n est n'!

Une fonctionf: X =Yest i1 nversabl e si et seul ement
g:YY X, tel que gof s o iapplichtiéon identique sur X et fog s oi t | 6applicat
identique sur Y. Dans ce cas, g est déterminée de maniere unique par f et nous


http://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_cardinal
http://fr.wikipedia.org/wiki/Application_identitÃ©

appelons g application réciproque de f et nous écrivons f' £g. De plus, g est
aussi une bijection et la réciproque de g est f a nouveau.
Si f est bijective, alors f est inversable.

Exemples

1) Soitf: R— R, f(x)=x>+1, pourtoutxr ®e | . L 6(®=y a ane seala
solution x=3/y— 1 pour tout y réel et, conformément a la condition c), f est
bijective.

2) Soit f: R— R, f(x)=x*+3, pourtout xr ®e | . Ld@®ywmadtai pras de
solution pour y=-8 et, conformément a la conditionc),fn 6 est pas bijectiv

Unité 2: Fonctions particuliéres
2.1. Fonction affine

En mathématiques élémentaires, une fonction affine est une fonction de la
variable réelle dont la représentation graphique est une droite ou une fonction
polyndme de degré inférieur ou égal a un. Elle est définie par:

f:aY a,f(x)=ax+b avec aetb des réels fixés.

Dans l'expression ci-dessus, a et b sont des constantes et x est la
variable.

La constante a est appelée coefficient directeur et b ordonnée a l'origine.

Si a est nul, alors la fonction est constante et sa représentation graphique
est une droite paralleleou®g al e ° | daxe des abscisses.

Si b est nul, alors la fonction est linéaire et sa droite représentative passe
par l'origine.

Propriété caractéristique

Une fonction affine est caractérisée par le fait que son taux

d'accroissement est constant. En effet, si X; et Xo sont deux réels,
l'accroissement f(x;)-f(x,) est proportionnel a: x;- X2

f (X1)- f(x2) = a(X1- X2)

Cette propriété donne alors un outil pour déterminer le coefficient a:

= le) sz)

Si G » est non nul.
o O W w

La représentation graphique d'une fonction affine est une droite, dont
I'équation est y=ax+b.

La droite coupe l'axe des ordonnées pour x=0 et y=b (d'ou le nom:
ordonnée a l'origine) et | 0axe deasblaetysOci sses pour

La droite a pour pente ou coefficient directeur le réel a.
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Si &> 0, la fonction affine est croissante et si @< 0, elle est décroissante.
Le signe de la fonction affine est donné pour a=0 par le signe de b et pour
a non-nul par les tableaux suivants:

a positif
X -D -b/a + b
f(x) - 0 +
a negatif
X -D -b/a + b
f(x) + 0 -
2.2. Equations et inéquations a une inconnue. Syst mes doéin®quat.i

une inconnue

Soit | 6®cAXEBX)onret( H)di n ®&J)B®Eou AR) et(B(x) A (
sont des expressions constitu®es dobéaddition
guotients portant sur la variable x et sur des nombres réels connus.

Lébensemble dpoud®fl aGHuamawnl| idhe@&yguati on
| 6ensembl e &eeldqueA(g etB®aiensd u s e n sa;direcsdients t
calculables. On note Dg (ou D).

Note

Pour les équations type (E) ou les inéquations de type (l), les seuls cas

de non-déf i ni ti on qedarmntpreairt proviennent de I
dénominateur pour telle valeur de x.

Une solution pour I 6 &Y u g toiuo nl &(iHnedtqum aéelixagoaur (
lequel A(x) et B(x) sont calculables et qui vérifie (E) (ou (I) ) . Léensemble d

solutonsde | 6 ®dEpat oonl §Ii)edopté Sg(@udSh (
Note
Les ensembles des solutions sont, évidemment, sous-ensembles des
ensembles de départ.
Deux équations (inéquations) sont dites équivalentes | or squbel |l es ont
ensembles des solutions.

Résolution des équations

a. Equations du premier degré

'On peut remplacer |pears idgbnaeu tdrdeisn @Ggiaginiets® d<di n®gal i t ®.



Les équations du premier degré ont la forme générale ax+b=0, ou a et b
sont des nombres réels connus, a non-nul, et x e s t | 6i nconnue. Loens
d®f i nition est lsensemble des r ®el s,
L6®quation admet réeleeg=-blaeul e sol uti on

Exemple:résoudre,dans | 6ensembl e ,deé&®quamtktods (rE®el s
De= 4, SE:{l}
b. Equations se ramenant a des équations du premier degré
On d®termine | densembl e praposék®duisoni t i on de
forme une équation du type A(X)=0 équivalente a (E) et, enfin, par factorisation
(si cela est possible) de AX)y on se ram ne ° la r®sol utior

premier degré ou de second degré.

Exemple: r®s oudr e | &P g°ubar8=0,0qu X (e s t | i nconnue r @
Léensembl e de gd@f(k)estéquivalenteea ¢xtl) (B3 ) =0, ddo'¥% on
déduit les deux solutions réelles x;=1 etx,=3et | 6ensgdBlbl e S

Résolution des inéquations

a. Inéquations du premier degré
Les inéquations du premier degré ont la forme générale ax+b<0, ou a et b

sont des nombres réels connus, a non-nul, et x e s t | i nconnue. Lébens
d®f i niti on est lsensemble des r ®el s,
L6i n®quation admet wun isntervalle de sol ut

S={xN a/x<-b/a} sia est positif et
S={x" 51/ x>-bla }’ si a est négatif.

Exemple:résoudre,dans | 6ensembl e ,dé&d nagmkarte 0 nr @dl) s
-2X+5<7. D=4, S={xN a/x>-1 }.

b. Inéquations se ramenant a des inéquations du premier degré

On déterminel 6 ensembl e de d®f inition de | 6i n®c
forme une inéquation du type A(x)<0 équivalente a (I) et, enfin, par factorisation
(si cela est possible) de AX)y on se ram ne ° la r®sol ution

premier degré ou de second degré. On utilise la régle des signes pour le produit
et, enfin, on établit la solution.

Exemple: r®soudr e | 61 n ®4x+B<0t dloxn e s(tl )| 6 nconnue r @

L6 ensembl retiondest Did ®.f(l) est équivalente a (x-1)(x-3) =0 , déo% on

déduit les deux solutions réelles x;=1 et x,=3del 6 ®quati on attach®e. I

designesper met do6®tablir | 6ensemble des solutio
‘X ‘—m 1 3 oo ‘

En multipliant une in®galit® par un nombre n®gatif o



X-1 - 0 + +
X-3 - - 0 +
(x-1)(x-3) + 0 - 0 +
Léensemble des =xobllExahi est S
Syst mes doéin®quations | in®aires “ une incon

Soient les inéquations (I), k=1, 2, ..., n, du type ax x + <0°, ol a, by sont

(I1)

des réels fixésetxest | 6i nconnue et | eSl)siStlame dobdi n(
(I.)

solution du systeme (SI) est | 61 ptSE& N s.encSl,i des en&inbles

des solutions des inéquations Iy,ls,...,I,. Résoudre un systéme signifie trouver
sa solution.

Exemple:r ®s oudre | e syst me doéin®quations ~ un

(I, )x+5=<0
(Sh) [(Izj —x+3>0
(I3)2x+16 = 0

x < =5
x=<3 = xe[-83).

> -8

2.3. Systemes d 6 ®q u a tlinéaines a deux inconnues. Inéquations
linéaires a deux inconnues

Syst mes doé®quations | in®aires ° deux inconn

Un syst me do®qu autxiinoonmiesh iafo®adgénéemle =~ de
S { (E1) ax+by=c
(S) (E2) a'x+b'y=c¢
e t 2+df0et x, y sont les inconnues.

Le couple (Xo, Yo) S 6 a p p e | doletionypaoue le systeme (S) si Xo, Yo
veri fient simultan®ment |l es deux ®quations.
la solution du systeme (S).

Résoudre un systéme signifie déterminer la solution de (S).

,ola, b, c sontads réeldfigés, vériftant a’+b? 0

®Le signe déin®galit® peut varier dbéune in®quation



Méthodes de résolution

a)La méthode des substitutions
-l Bune des ®quat i onxenfqgaionmeyt x=f(yo ex pr i mer
-enremplacant xpar cette val eur ,oaaobsentludeautre ®c
troisieme équation a une seule inconnue y
- soit yp la solution de cette troisieme équation et xo=f (Yo
- pour achever la résolution, il suffit de vérifier que le couple (Xo, Yo) est
(ou non) une solution du systeme.

—y=7
2x +y =17
réelles. Dans la premiere équation, on exprime x=y+7 obtenant la troisieme
équation 2y+14+y=17, avec Yo=1 solution et, par conséquent, Xo=8.

Le couple (8,1) est une solution du systeme (S).

Exemple: résoudre le systeme (S){ ou X, y sont les inconnues

b) La méthode des combinaisons linéaires

Une équation obtenue
- en multipliant les deux membres de (E1) par un réel a et les deux
membres de (E2) par un réel f5,
- puis en additionnant (ou retranchant) membre par membre les équations
ainsi obtenues
est dite combinaison linéaire de (E1) et (E2). On pourra noter a(E1) + B(E2).
Par combinaison linéaire de (E1) et (E2), on forme une équation a une
seule inconnue x (ou y) qui a la solution Xo (0U Yo).
Remplacant xo dans une des deux équations (E1) ou (E2), on obtient une
®quati on "vy.$ody,sacautiom.Fi@alement, on vérifie si le couple (Xo,
Yo) est une solution pour le systeme.

x+2y=7
2x +y =17
réelles. On multiplie (E1) par -2 et on additionne avec (E1) en obtenant
-2(E1)+(E2) qui équivaut a -3y=3. La solution estyp=-1 , d &% k& couple (9, -
1) vérifie les deux équations du systeme.

Exemple: résoudre le systeme (S){ ou X, y sont les inconnues

c) La méthode graphique

Soient (D1) et (D2) deux droit eBl) ak& ®g=uca,t(D2p n s :
a'x+by=c.

-Si (D1)N(D2)={A(x4, ¥,)], alors (Xo, Yo) € S t | 6uni que solution
(S).

- Si (D1)n(D2)= 0, c-a-dire (D1) et (D2) sont des droites paralléles,
alors | e syst me nbdba pas de solution.

-Si (D1)=(D2), alors (S) a une infinité de solutions, tous les couples
(X0, —52)

S i Xo bafiable ou tous les couples (c/a, ¥,) sia | G, variable.



x+y=3

Exemple: résoudre graphiqguement le systéme (S){ ou X, y sont les

—x+y=1
inconnues réelles. Les équations des deux droites sont:
(Dl):x+y=3
(D2): —x+y=1.

(D1)nN(D2)={4}, donc le systeme a une seule solution.
yN

d.La méthode des déterminants

Soit A= ‘;;
- Si A#+0, (S) a une seule solution (X, Yo) et, pour la trouver, il suffit

d 6 pliguer une des deux méthodes (substitution ou combinaison linéaires).

Pui sque | 6on témaa une sguleesolution, i 4 gstpds nécessaire de

vérifier que (Xo, Yo) €est cette solution.

- Si A=0, alors le couple (a, b) est proportionnel au couple (a 6) b 6 @ad e st

direa 6 = & 6&,&iaks0, alorse-= A eitsia 60 Jabrsb&0eta=b b 0 .

- Dans le cas ou ¢ = o€, le systeme est impossible ( i | nda pas de sol
cela correspond au cas D1 et D2 paralléle).

- Dans le cas ou ¢ 6 =, lessysteme a une infinité de solutions (tous les

points situés sur D1=D2).

‘:a -la @ le Béterminant du systéme (S)

Inéquations linéaires a deux inconnues

La forme g®n®rale doune in®quatixetn | in®ai
y est: I(x, y) :ax+ by <c, a’+b’l Qa, b réels fixés. Le couple (Xo, Yo) se dit
une solutond e | 01 ni&gyyait i lodi (Ryg ast vraie @.a dolution de

Il 61 n®q(y &teis a nsdnible de tous les couples pour lesquels I(Xo, Yo) est
vrai e. R®soudre | 6in®quation signifie d®ter



R®sol ution doune in®quation | in®aire ~ deux

Soit |l 6i x®@oat iumre Ivari ante par rapport i
choisi), la droite (D):ax+by=c, a, b, c réels fixés, a et b non-nul
simultanément, et le plan rapporté a un repere (xOy). La droite (D) partage le
plan en deux régions §1etS2, nommées demi-plans de frontiere (D). La
sol ut i on tidreestlurbdesnd®ux demi-plans fermés. Pour déterminer la
solution, il suffit de vérifier I(Xo, Yo) pour (Xo, Yo)| €s coordonn®es doun
51 (ou de §2). Si O(0,0)& (D), alors on vérifie 1(0,0).
- Si I(xo, Yo) est vraie, alors &1 est la solution, dans le sens ou tout point
M(Xo, Yo ) E 81 a les coordonnées (Xo, Yo),une sol ution pwr | 6i n®q
- Sil(Xo,Yo)n 6 e st p, alas &2 eshla selution.

Remarque

Si | 6i n®quat i on inégalitée suickef dlorsileedenp-@an des n e
solutions esadioruev egrutd,i Ic bneestconld).i ent pas sa f

Exemple:r®s oudr e | & -ny&@,woax et yosont des réels inconnus. La
droite (D): 2x-y=3 sépare le plan en deux demi-plans §1et &§2. Comme
O(0,0)& (D), on vérifie 1(0,0), qui est vraie, et donc le demi-plan fermé qui
contient | 6origine du rep re est |l a solution

2.4. La fonction polyndme de second degré

La fonction f: 5 Y s qui vérifie pour tout x réel f(x)=ax?+x+c, ou a, b, ¢ sont
des nombres réels donnés, a non-nul, fonction polynéme de second degré.
La forme canonique de f est f(x)=a[(x+b/(2a))*-p/ (*¥]a o0 % P est I
di scriminant ass olée @’+x+c300q®bj-daa.t i on attac
La courbe représentative de f, Gf est une parabole ayant le sommet V(-
b/(2a), - p/ ()l 6 ax e dex=DdbRa)y®t r i e
Léinters@aveonl deaxe des ordonn®es est | e
Léinters&aveonl daxe des abscisses d®pend

- Si <OgualorsGfnéa pas de point commun avec | 6a
- Si =QOgalorsVestles e ul point doil dbeesedesi absavecsce
- Si=0pal ors il existe deux points déinterse
A(x1, 0) et B(xz, 0), ou X; et X sont |l es racines r ®el | es
attachée,

—b+VB?—dac

X =
1,2 2a



La monotonie de f
Si a est positif, alors f est strictement décroissante sur (—o2, —b/2a] et f est
strictement croissante sur [—b/2a, o).

A A
Y | Y |
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- Siaest négatif alors f est strictement croissante sur (—o2, —b/2a] et f est
strictement décroissante sur [—b/2a, oo).
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Le signe de f

S i <Qgpalors sign f(x)=sign a pour tout x réel.

S i =0gpalors sign f(x)=sign a pour tout x réel, x+ —b/2a et f(x)=0 pour x=
—b/2a

S i =0galors sign f(x)= —sign a pour tout x r ® e | dans L&) nterval
sign f(x)=sign a pourtoutxr ®e |l en dehor sy, xgdetf()df(x)rd.er val | e [

Extrémums

Si a est positif, alors f admet un minimum x=—5/2a et une valeur minimale
f(-b/2a)=—m/ (.4 a)

Si a est négatif, alors f admet un maximum x=—b/2a et une valeur
maximale f (-b/2a)=—@/ (.4 a)



Applications
1.Les relations de Viéte
Sixietxasont |l es raci nes , aoes elledv@rdientalé i on f ( x
systeme
X1+ Xo=-b/a

X1 Xo=C /a nommé les relations de Viete.

2. Inéquations de second degré a une inconnue

Il sbdagit des i n*®bxuatPodrrésoudteuunettsilp e a x
inéquation, i | s @tdidierilet sigrek @e la fonction de second degré attachée, f:
aY a, qui vérifie pour tout x réel f(x)=ax*+x+c, et d®t er mi ner | 6ense

lequell 6i n®quation est v®rifi®e.

Exemple: résoudre en 5 | 6 i n ® gx@-&+1R>®,nol X e s t | 6i besonnue.
solutions de | ox®xtl2a=0 sontx,;=3aet xo=4, etheltableau des
signes est

X —o0 3 4 o0
f(x) + 0 — 0 +

La solution ewBu# nsembl e (

25. Fonction puissance dbéexposant nombre nat
Pui ssance doéexpos éatarelenti er positif

Soient a un nombre réel et n un entier positif non-nul.
On appelle puissance n-iéme de a et on note a" le nombre réel défini par:

a'=a, lorsque n=1;
a"=a-a - a.- ...- a (n facteurs), lorsque n = 2,

Si a est un nombre réel non-nul, on définit a’=1.

“Ou un autre signe doéin®galit®.



Remarques

a" se dit a puissance n ou a exposant n, n s 0 a p pegplodarg et a
s 6ap phasel e

Pour n=2, a? se dit a au carré ou le carré de a.

Pour n=3, a° se dit a au cube ou le cube de a.

On nodattr sebsa®d®. aucun

Propriétés

1. La puissance n-ieme de a, a réel positif non-nul, est un nombre positif non-

nul. La puissance n-ieme de a, a réel négatif non-nul, est un nombre positif non-

nul, si n est un nombre pair, et un nombre négatif, si n est un nombre impair.

2. Le produit des deux puissances avec laméme baseaet doOe xmpebmant s
respectivement, est une puissance avec la méme baseaet ddéexposant ®gal
somme n+ m.

ata™ = aﬂ+m

3. Si a est un nombre réel et n et m des entiers positifs non-nuls, alors la
puissance m-ieme de a" est égale a la puissance nmi iéme de a.

(aﬂ]m — ﬂ,..‘I'I-‘I‘l'l-

4. Lapuissancen-i me doéun produit de -ndieestégale o mbr es
au produit des puissances n-iemes des deux nombres.

(ab)" = a"b"

5. Siaetb sontdes réels non-nuls, n entier positif alors

6. Si a est un nombre réel non-nul et n et m des entiers positifs non-nuls tel
que m > n, alors

m—n

aﬂ‘l
— =0
0"

a

En conclusion, pour tout x réel et n entier positif non-nul il existe un seul
nombre réel, la n-ieme puissance de x, noté x". Cela permet de définir une

*deste puter eah expaenba z N



fonction numérique qui associe a tout X réel sa n-ieme puissance (dans le
contexte antérieur),

FRoRf(x)=x"neln=1
Lafonctionfs 6 ap g @inlce i on pui s s aentierposiifon®t posant n
Remarques

Pour n=1, f(x) =x'= x,f estla fonction identité.
Pour n=2, f(x) = x*, f est la fonction polynéme de seconde degré.

Propriétés

Si n est un nombre pair, alors f estune foncti on-adreai r e, c
f(x) = f(—=x),vx ER.

Si n est un nombre impair, alors festunef oncti on i f&di®i r e, co

f(x) = —f(—=x).vx € R.

Si n est un nombre impair, alors f est une fonction bijective.
La monotonie

Si n est un nombre pair, alors f est une fonction strictement décroissante
sur | di(nw.@revalslte i ctement cr o0k Auréamentsur | 0
dit:
pour tous x4,%; € (—00,0], x; < x, = f(x) > f(x,) et
pour tous x,%x, € [0,00), x; < x, = f(x;) < f(x;).
Si n est un nombre impair, alors f est une fonction strictement croissante
sur &, équivalent a:
pour tous xy,%, € R, x, < x, = f(x,) < f(x,).

Remarques
Le graphique de la fonction puissanced 6 e x posant -nolast:ur el non
- une droite pour n=1 (la premiére bissectrice);
- une parabole ayant Oy comme axe de sym®tri e et | 6
sommet, pour n=2;
- une parabole cubigueayant | 6origine commen=8entre de
Pour n pair, supérieur a 2, le graphique de f ressemble au graphique de f
pour n=2.
Pour n impair, supérieur a 3, le graphique de f ressemble au graphique de
f pour n=3.

Lorsque a est un nombre réel non-nul et n est un nombre naturel, alors est
d®f inie | a puissanime doébexposant n®gatif,



-1

;::.l =

On lit a puissance 1 n.

2.6. La fonction radical (racine n-ieme)

Soient a un nombre réel positif et n un entier positif, supérieur ou égal a
2, al or s xt-6a®c)wa arte isemla solution réelle, positive. Cette solution
s 6 a p paeitheln-®me® de a et est notée Y a.
Tout nombre réel a positif possede une unique racine n-iéme, qui est un
nombre positif dont la n-iéme puissance vaut a. Donc (Va)" = a.
Pour n=2, le nombre yas 6 appel | e r aaeétasenoté af po®e de
n=3, la racine troisieme de a, notée 3/a, s b6appell e racine cubique

Remarques

Laracineni me doéun nombr e asrtajpursoun mambre n 6 e st p
rationnel: bien que 2 soit rationnel,vV2 ne | 6est-adhse qO6éetl e ne
étre exprimée par une fraction %,m, keZ k=+0.

La racine n-ieme de zéro est zéro, ¥ a.

Soient a un nombre réel strictement négatif et n un entier positif, supérieur
ou ®gal " 2, xd+ow=x06 | 6®quation

1 a une seule solution réelle, strictement négative, si n est impaire; cette

sol uti on s oracippreidme ée aaties satée i a.

1 n Gaacune solution, si n est paire.

On peut définir, pour tout n entier supérieur ou égal a 2, une fonction f qui
associe a tout x réel positif sa racine n-ieme. Cette fonct i on f®rctoppel | e
racine n-iéme’. On a

f:[0,00) = [0,00),f(x) = V=
Propriétés

La fonction f a seulement des valeurs positives.
La fonction f est strictement croissante.
La fonction f est bijective, donc, inversable. La réciproque de f est la
fonction
g:[0,00) = [0,00),g(x) = 2™,

SRadical nddordr e
"Fonction radical déordr e



I ne faut pas confondre g avec la fonction puissance
hR—-Rf(x)=x",ncNn=1 leurs ensembles de départ bien que leurs
ensembl es diffedeatr r i v®e
Si n est un entier impair supérieur ou égal a 3, on peut prolonger la
fonction racine n-i = me | 6ensembl e desréetd®adsxie t el gu
| 6uni que nombre r ®eiémed®f i Ni par sa racine
Onaf:R—=R f(x)="*%x n=2k+1,k ez
La fonction f est strictement croissante, bijective et sa réciproque est la
fonction puissance n-ieme.

Propriétés des radicaux

Soient a et b deux réels positifs, n entier supérieur ou égal a 2.
Al ors esegaite®dr i fi ®e | 6

—

Vab =%aVh

cequbdon peaussi comme elaracineni me doéun produit est
produit de leurs racines n-ieme" et dont on peut, également, écrire la formule
généralisée

_— —
Vaya, ... a, =Y a,fa, ..  a,, knaturel, k = 2,

ou aj, a;, €, sorddes réels positifs.
Etant donnés les réels a positif et b strictement positif, on a:

afa Ya
raa—
b b

ce gquodon ays® ecammel fjlrae r rei@me rde quotient est égale au
quotient des racines n-i ~ me nj.

- Pour tout réel a positif et n, m nombres naturels supérieurs ou égaux a

2ona; ya™ = a™.

- Pour tout réel a positif et n, m nombres naturels, nO2 mO1 , on
-nlln— T — n."_ﬂ‘:l-
a:(‘v“f} var.
- Pour tout a réel positif, m, n, k naturels, nO2 mO1, kO1, on
n— T o —
a: Vam = 4/ amk_

Une application importante concerne les équations irrationnelles a une
inconnue.

On considére qudéune ®quation esubeildratc omtnied n
Il 6i ncon mruradicad.o u s



Exemples

1. L 6 ®wru-alt= xoereE R, est une équation irrationnelle. Puisque la
raci ne carr ®e d 6 définierguemdur les nambresgéels positifs, il est
n®cessaire doi mposer d e s ce qu nsdppdseé aunes doexi

| 6 expr23% soi positive.
On obtient alors une inéquation a une inconnue 2x — 1 = 0, qui équivaut a

xE[%,ODj.

En méme t emps, pour dygens, il fauRgua le daux@men i t
membre soit, |lui-adieys=30 oxs5M@e).tif, coest

Léintersection dse s d odnenuex |i 6net resspavinatiel lee d e
I6®quation[§,m*]l.6intervalIe

Pour résoudr e | 6 ® qruékeveiawcarrél es deux membres de |

et on obtient:

2r—1=x’e x*—2x+1=0<x=1.

On vérifie si la valeur ainsi déterminée se trouve dans | densembl e
départde | 6®quati on eIEE),tw] et; enrcenséqueree, 1 estela
solution de | 6®quation.

2. L & ®%xu—al =i2 eshaussi une équation irrationnelle. Puisque la racine
cubique &existe pour tout nombre r ®el |, i n

conditions doextsaitepse tO0ppbk@mbhHe ®lead®Ppar te
R.

On ®l ve au cube | es deux me mbr es d ¢
x—1=8<=x=9.Donc,la sol ution de=9]l 6®quation est
Pour tout a réel positif, % un nombre rationnel strictement positif, nO2, on

définit le nombre réel positif

ek

b -
an = \a™m,

nommeé puissance fractionnaire de base a et exposant positif % La définition ne
dépend pas du choix des représentants du nombre rationnel %
r r
Si —; est un autre représentant de —, ~ irréductible, alors il existe un
nombre naturel non-nul k, tel que m = km',n = kn'. En utilisant les propriétés
des radicaux on a:

mi o
o [ —— k'ﬂl' | P —— o
an ="Va™ ="+ a" =Ya™ = an



Propriétés des puissances fractionnaires

Soient a réel positif et

m
n

, E nombres rationnels strictement positifs. Alors:

Si a est un nombre réel, a>1 et % et E sont des nombres rationnels positifs,
tels que %> E, alors:
m B
an = af,
Si a est un nombre réel, O<a<1 et % et E sont des nombres rationnels

positifs, tels que %> E, alors:

m B
an < a9,
Sia et% sont strictement positifs, a réel, % rationnel, nO2, al ors on
la puissance fractionnaire négative de base a et exposant —% par:
_m 1 1
a n =— =_—
an Va™
Si—= 0 alors a’=1.
2.7. La fonction exponentielle
Soit a un nombre réel strictement positif et x un nombre réel quelconque.
Si x est un nombre rationnel, alors a* est défini. On veut attribuer un sens a a*
pour X irrationnel.
Pour cela, rappel ons guel ques r®sul t at s

mathématique concernant les suites convergentes.

d®f |

(tt



1. Pour tout nombre réel x, il existe deux suites de nombres rationnels

[Tn]nair (Sn]nai , tels que:
a) T'lﬂf'zﬂ---gr 5-..::_:

b) lim, .. .7, =lim, . s,=

TS5, S5, 5y

n n—1

Note: On peut prendre les suites (7,),., et (s,),.1 comme les approximations
décimales par défaut, respectivement par exces.

2. Si a est un réel, a =0 et (r,),., est une suite convergente de nombres
rationnels, alors la suite (a™),., est aussi convergente.
3. Siaestunréel, a =0, (r,),., et (s,),.; sont des suites convergentes de

nombres rationnels ayant la méme limite, alors les suites (a™),.; et (a™),.,
sont aussi convergentes vers la méme limite.

Onpeutaprésentd ®f i ni r | a puissance dbéexposant

Soit a réel, a =0, x un nombre réel quelconque, (7,),.1 une suite de
nombres rationnels convergente vers x. Le nombre a* est bien défini par:

a® = lim a™.
ﬂ—}ﬂ:

Propriétés des puissances réelles
Soient a, b réels, a = 0, b == 0, et x, y des nombres réels. Alors:
a‘a’ = a™;

(a7 = a;

(ab)* = a*b*;
CRe
@y
a¥

La fonction exponentielle de base a réelle, a = 0,a #+ 1, est définie sur

|l 6ensembl e des nombr es r ®el s a (g9 pad e s

f(x)=a.

v al



f:R—(0,0),f(x) = a"
Propriétés de la fonction exponentielle

1. f(0)=a®=1.
. a* > 1pour x>0
. a>=1 :
2. S ’alors{(}:ia‘”cilpourx::ﬂ’
x
Si0<a< Lalors{ “ :le‘mr x=0 .
0<a" < lpourx=>=0
3. La monotonie de f
f est strictement croissante pour a = 1, ce qui équivaut a:
tous x;,x, ER, x; <x, = a*l < a*?;
f est strictement décroissante pour 0 << a < 1, ce qui équivaut a:
tous x;,x, ER, x; <x, = a*l = a™.

4. f est une fonction bijective et donc, inversable. Sa fonction réciproque
sbappelle fonction | ogarithmique.
5. Tableaux de variation:

Poura =1

X —o0 0 oo
f(x)=a* | 0 7 1 7 o0

Pour 0 Za<1

X —o0 0 oo
f(x)=a" | oo E 1 N 0

On a la droite y=0 comme asymptote horizontale.
2.8. La fonction logarithmique

Soita=0,a=+let | 6 ®ajaNadl iN @st un nombre réel strictement
positif. Comme | a fonction exponentielle est
a une seule solution x, qui, par définition, est le logarithme de base a de N. On
note log_ N.

Le logarithme de base a de N est la puissance a laquelle il faut élever a
pour trouver N.

Donc:
al®8s¥ = N,



Remarque

In note le logarithme de base e, en hommage a John Neper, mathématicien
écossais, quisetrouve™ | 6 ori gine des tables des |l ogar.i
Ig note le logarithme de base 10, ou le logarithme décimal.

Propriétés des logarithmes

Soient a, b réels, a=0,a+1, b>=0,b#1, etx, ydes nombres réels,
x=0,v=0.
1. log,a=1 etlog,1=0.
2. log, xy = log_ x +log_ v (le logarithme transforme le produit en somme).

Le résultat peut étre généralisé pour un nombre fini de facteurs:
Si X4,%5, o, X, E B, xy, > 0,k = 1,2,...,n, alors est vérifiece| 6 ®gal i t ®

log,(x, x, ..x,) =log, x, +log,x, + -+ log, x,,.

3. lugqu:lngmx—lnguy (le logarithme transforme le quotient en

différence).
Conséquence:

- pour x=1,o0ona logﬂi =log,1—log,y, dO6O0% (lngmiF logLy. e

4. Si a est un nombre réel quelconque, alors log, x* =alog,x (le
l ogarithme doébune puissance 6espoRymtl etu
logarithme de la base).
Conséquence:

- pour @ =i, on trouve I@galité log, Vx =

log, x

g5 % qui prend la forme
Ep ¥

5. Pour la formule de changement de base log, x = -

équivalente pour a=x,onaleg,a= =
)

Un corolaire des résultats antérieurs et le fait que, a tout nombre réel x
strictement positif, on peut associer son logarithme de base a, ou a est un réel,
a>0,a=1 Cela permet de définir une fonction f:(0,%) = R f(x) =log,x,
g u 6 o n rfomanion éogarithmique de base a.

Propriétés de la fonction logarithmique

1. f(1)=o0.
2. La monotonie
Sia = 1, alors f est strictement cCroi s s-a-dre:.e, cbest
tous x,,x, € (0,00), x; < x, = log_ x, <log_x, ;
Si 0<<a<1, alors f est stricteme n t d®cr oi s-di@nt e, cbest



tous xy,x, € (0,00), x4 < x, = log, x, >log_x,.

3. Conséquence: Le signe de la fonction logarithmique
Pour a =1 log x>=0six>1letlog,x<0si0<x<1
Pour 0<a<1log,x>=0si0<x<1letlog,x<0six>=1.

On remarque que

4. f est une fonction bijective et donc, inversable. Sa fonction réciproque est
la fonction exponentielle. Cela signifie que pour tout y réel, il existe un seul x=a’
positif, qui est | a sol uti oleg,xde.
Réciproquement, | 6 ® q ua=ty ia ane seule solution x=log_y pour tout y réel

réel strictement

strictement positif.

sign(log, x) = sign(a—1)(x— 1).

5. Les tableaux de variation :

log_,x =0 si et seulement si a et x ont la méme
position par rapport a un. Plus précisément, si la base et | 6 ar gument
inférieurs a 1 ou supérieurs a 1, a la fois, alors leg, x > 0, sinon, log_x < 0.

Une mani r e tr mergeréauttat eptiacsuivdriee x p r i

Poura =1
X 0 1 oo
f(x)=log, x | |—o0 20 7 oo
Pour 0 <a<1
X 0 1 oo
f(x)=log, x | [0 Y0 \ —co
Onaladr oi t e dxx>®cqmnee adyrmptote verticale.

Note

Les représentations graphiques de la fonction exponentielle

fR—(0,00),f(x) = a*.

et de la fonction logarithmique

sont deux courbes qui ont comme axe de symétrie la premiére bissectrice.

Applications

f:(0,0) - R, f(x) =log,x

sont

| 6®qua



On pr®sente quelques ty
accompagn®es doi®sdil wdti ioon *
Equations exponentielles

do®quations e:

pes
tdeldbexempl es.

1. Equation exponentielle de la forme a* = b, ou a et b sont des réels fixés,
a=>0a+1,b>=0,xl 6i nconnue.
La bijectivit® de | a fonction exponenti el

la solution x=log_ b.
Exemple: 16 ® g u a t=8 aolansol®ion

x=log,8 @ x=log,2* @ x =3log,2 2 x =3.

2. Plus généralement,on trouve | 6expr @sSibpauadte | 6 ®Qq U e
b sont des réels fixés, a=0,a=1, b>=0, x | 6i nc o n mppiguant Ben
logarithme de base anj on a f(x) =log, b.La derniére équation est la forme
équivalente de la premiére équation.
Exemple: | é§uation 3**! = 81 équivaut a
xt+1l=logz8lext+l=4<x=3.

3. Equations de type a’™ = a?®) ol a est un réel fixé, a =0,a # 1, x
| 6i nc &lle asuéguivalente a f(x)=g(x).

Exemple: 16 ® q u &6t*P=6"est équivalente & 2x+5=x, d 6 &35.

4. Equation de la forme a™ =09 o0 a, b réels, a>=0a=1,
b>=0,b#1, x| 6i nc on nkleestréqidlentea f(x)=g(x)log,b.

Exemple: r®s oudr e | #®g®* .iOn applique le logarithme de base
2 eton alaforme équivalente x —4=3x+6,d 0 & % —5.

5. Equations qui raménent a des équations polynomiales de la forme
2l | — N , .z
a-a® +B.a’ +y=0, oy a By sont des réels fixés, a>0,a =1, x
| 6i nconmnRweu.at i on se rr®duit ) un,eave®tpuati on

substitution ™ = t. Ona a@-t*+B-t+y=0.

Exemple: 16 ®qu at4i é¢h-4+2=0 devient, en substituant4* =t,
t?+3-t+2=0. Les solutions sont t; = let t, =2, doo% | es deux ®qu

exponentielles 4* = 1 et4* =2, quiontpour sol ut i o{ﬂ,%}. | 6ensembl e



Equations logarithmiques

1. Equation standard leg,x=5b, ou a, b réels, a =0,a#1, x| 6i nconnue

strictement positive. La solution de cette équation est x = a®.

Exemple:r®s oudr e |ldg®o2.da dolotion est x = 37

2. Equations de la forme log, f(x)=b, ou a, b réels, a = 0,a # 1, f(x)
| 6i nconnue.
Pour gue | 6dgsens,tilifautnmetae la condition que f soit
positive, ce q U i condui t f(x)# ® idomt®Rlay solation aomstitue le
domaineded ®f i ni ti on ndtéD.l 6 ®quati on,
On a la forme ®qui val ¢t=ea® deq ul 660&q ura® sioount i

utilisant une méthode appropriée, et soit S son ensemble des solutions. On
vérifie si les valeurs ainsi déterminées se trouvent dans le domaine de définition
D.Enf in, |l a soluti®mbD.de | 6®quation est

Exemple:r®s oudr e |ldgdpg ¢ Bt=i3.0n
L a condition d 6 eXx—1st0,e nquie équwamtt A&
x € (—oo,—1) U (1, 00).

Lé®quati on e sit’—®y8& dontdes wlatibns sont +3, les deux

appar t enant ~ | 6ensemble de d®part
Donc |l a solution de {83®quation est | 6ense
3. Equations de type log, f(x)=log,g(x), ou a réel, a=0,a+1, x

|l i nconnue.
: : " : x) =0 :
Les conditions ddéexi sten co,odmmtualsent al
x) =

solutonest | 6 enB.embd ®quation efi)=@uuetsoaBente
| 6ensemble des solutions. LO®quatnisSon initial

Exemple: ®soudr e | bRt =iog,itx—x*). Le systtme des
) ) ~ x+2=0 . \

n n , n m
co (dl t] i ons do %4)§_I_§‘t}eﬂ, Cee (uie &uivaut au systeme
x e (—2,mw

’ deo(04) = D.
{xe(ﬂ,d{] , dabeo(04)
Lé6®quation est x®Rig=dxve, erdtoent © | 6ensembl e

solutionsest S={1,2} c(04).Les sol utions de | 63®quation sor

4. Equations qui raménent aux équations de second degré de la forme
a-(log, f(x))*+ B-log, f(x)+¥=0, oy a af,y sont des réels fixés,
a=0a®l,x|l 6i nconnue. La c d(@d=ziocgtciommuddexXi $thbemce n
dedépartDde | 6®quation.
On substitue log, f(x) =tet | 6 ®quatmi*e¢ft+ge0i ent
A chaque solution réelle t;, t, correspond une équation de la forme
log, f(x) = t,, respectivement log, f(x) = t,, et, ensuite, leurs équivalentes,



f(x) = a"t et f(x) = a2. Soient 5,,5, leurs ensembles de solutions. La solution
de | 6®quation initiale (Bas)ViDnsy)®uni on des en

Exemple: d®t er mi ner | 6ensembl e de solutions pout
(log,(x —3))*+5log,(x —3)+ 6 =0,

L a condi tion dxo-e3%-i0s t edbwe’z d Ddtensembl e de
D=(3,c2).

On substitue log,(x—3)=t.en obt enan tt"H5HGWaavec o n
les solutions t,,t, € {—3, -2}, auxquelles correspondent les équations

log,(x —3) = —3etlog,(x—3) = —2.
Les ensembles de solutions sont 5; = {3 + 273} et 5, = {3+ 27%}, les deux

incluses dans | 60 e D.sontblad solutidre de d ® @agyutat i on est
S=(3+27%,3+27%}

Unité 3: Applications des dérivées

3.1. Définition de la dérivabilité, interprétation géométrique

Soit f:A—=R AcRacd, apoint déoaccumWOnditqueola pour
fonction f est dérivable en a s 6ekidte et est finie la limite:

i

o X

. fx)—fla) _
m—( ) = f'(a).
— i
Le nombre réel f'(a) s 6 a p p enbnhbee ddrivé de f en a® ou la dérivée
de fena.

Remarques

- Sila limite existe et est infinie, on dit aussi que f'(a) est la dérivée de f en

amais |l a fonction mbébest pas d®rivabl e en
- Quand on note x —a =h, on constate que si x -+ a, alors h =0 et la

dérivée de f en a est donnée par

8 Expression utilisée dans la littérature mathématique francaise.



limf(ﬂ:+h) —f(a)

h—0 h

=f'(a).
- Sifdérivable en a, alors elle est continue en a
lim f(x) = f(a);

la réciproque est fausse. Il suffit de donner un contre-exemple: la fonction
racine carr ®e est continue en 0, mai s el
Il existe
lim y/x = 0 = £(0),
x—0
mais la limite

.\I.'

lim —=uwo
==0 X

existe et est infinie,doncfn 6 est pas d®rivable en 0.
Une fonctionestd ®r i vabl e s #icAlsid eshdérvable eretout
point de B. Si f est dérivable sur B, alors on peut définir une fonction qui associe
a tout point x de B le nombre dérivé f en x, x € B = f'(x). Cette fonction est
définie par:

.mf(x+ h) - f(x)

E—m h =F ).
f ©6 a p p dondtian ddriveée de f, ou simplement la dérivée de f.
L 6 e n s esorlequel f est dérivable est nommé ensemble de dérivabilité
de f.
Exemples
1. La fonction fR—=R,f(x)=x-8 est d®rivable en 2
existe et est finie la limite
x*—8 .
lim =lim(x*+2x+4) =12 = f'(2).
x=1 X — x—+2
2. La fonction ffR—=R f(x)=[xIndest pas do®uii vy@awbdiel en
ndbexiste pas la | imite

- f)-F(0)

x—0 x



'

- lim ,
quand x < 0, x| = —x et la limite est: =0 x quand x> 0,|x|=x et la
x
o lim — = 1.
limite est: -0 x

Interprétationg ® o m®t ri gque de | a d®ri v®e dobéune fonct
Sif:A— R Ac R, a € A4, fdérivable en a, alors €, la courbe représentative
defadmet au poi atnetdngente dootilesceetficient directeur est le

nombre dérivé defena. L6 ®quati ogendtete |l ad®amit ®&eant don
(ou le coefficient directeur) et le point de coordonnées (a, f(a)). On a:

y—fla)=f'(a)(x—a),
v =f'(a)(x—a) = f(a).

Oou encore

Si la dérivée de f en a est infinie, alors la tangente est paralléle ou égale a
| 6axe des or donnfRstuune céiinue ee a, algrd la point de
coordonnés (a,f(a) ) est wun point déinflexion (f chang
|l 6i nver se) .

Dérivées | at ®r al es doéune foncti on

Soitf:A—-RAcCRacd,apoint dbéaccuMmul ation pour
On dit que f est dérivable a droite (respectivement a gauche) en a s b i
existe et est finie la limite:
f(x) — fla) f(x) — fla)
X —da X I

fyla) =lim (respectivement f_(a) = lim
X x5 —

e

Si la limite existe et est infinie, alors f;(a)(respectivement f.(a) est dite la
dérivée a droite (respectivement a gauche) en a, mais la fonctionf n 6 e s t pas
dérivable a droite (respectivement a gauche) en a.
Soitf:A—-RAcRacd,apoint dbéaccuMul ation pour
La fonction f est dérivable en a si et seulement si f;(a),f. (a) sont finies et

fala) = f.(a).
Interprétationg ® o m®t r i gue des d®ri v®es | at®rales dbé

Soit f:tA—-R ACRac4d, apoint doaccumiffladf(aples pour
dérivées latérales en a.

Si f;(a) # f. (a) et au moins une des limites f;(a), f. (a) est finie, alors le
point de coordonnées (a, f(a)) est un point angulaire /ou anguleux (la courbe &



admet, au p o iamne demi-tangente a drateeet une demi-tangente a
gauche qui forment un angle propre).

Si fila), fffa)sont infinies, distincéaessun al or s
point de retour.

3.2. Dérivéesn-iemes( ddor dilrbaunre) f oncti on

Soit f:A—-R AcCRac€d, apoint dbdaccuMm¥lumvbisinage pour
de a, f dérivable sur V. En ce cas, il existe la fonction dérivée de f, f: V — R,
La fonction f est deux fois dérivable en a si f' est dérivable en a. La
dérivée de f' en a est nommée la dérivée seconde en a; on note
f"(a) = (f'(a)). Sila fonction dérivée f' est dérivable sur un ensemble B, alors
il existe la fonction dérivée seconde de f, f'":B = R, f"' = (f")".
Plus généralement, on peut introduire pour tout n € M,= 2, la fonction
dérivée n-iéme de f, notée £, qui est la dérivée de la fonction £~ 2.

3.3. Opérations avec des fonctions dérivables

Soient f,g : A = R, AC R, dérivablesena, aed,apoi nt doéaccumul at
pour A, A un nombre réel. Alors:

1. La somme f + g est dérivable en a et (f + 8)'(a) = f'(a) + g'(a).
2. Le produit fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a).
3. Le produit Af est dérivable en a et (Af) (a) = Af (a).

4. Pour g(a)+#0, le quotient est dérivable en a et

N _flagla)—fla)g'(a)
(g) (a) g(a)? '

oy |

Soient A, B deux ensembles de nombres réels, f: 4 —+ B,g: B = R deux
fonctions, la composée g=f:A—=R, a€da poi nt déaccumyl ati on
b=f(a)EB,bpoint d 6 a c ¢c u B.uSi fadstidérivable enuaret g est

dérivable en b, alors la composée g = f esten a et (gef)(a)=g'(b)f (a).

La dérivée de la fonction réciproque






